Èierna diera v homogénnom magnetickom poli.

Michal Dovèiak

Úvod.

Gravitaèné a bezzdrojové elektromagnetické pole popisujeme vo vźeobecnej teórii relativity pomocou Einsteinových rovníc R_{μν} − 1 2 Rg_{μν} = 8πT_{μν} (1) a Maxwellových rovníc F^{αβ}_{;β} = 0, (2)

F_{[αβ;γ]cycl.} = 0 resp. �F^{αβ}_{;β} = 0, (3)

kde �_{oznaèuje duál (}�_{Fμν =} 1_{2!ϵμνστ F} στ_{). Sú dobre známe vákuové, statické, sféricky symetric-}

ké resp. vákuové, stacionárne, axiálne symetrické rieźenia Einsteinových rovníc (1) izolovaného bodového zdroja gravitácie. Jedná sa o tzv. èierne diery s hmotou M resp. s hmotou M a momentom hybnosti J. Vo vźetkých týchto rieźeniach je metrika asymptoticky plochá a elmg. pole nulové ( v èasopriestore nemáme ¿iadne zdroje elmg. poţa) .

Predstavme si vźak, ¿e vlo¿íme vákuovú, stacionárnu, axiálne symetrickú èiernu dieru do vonkajźieho homogénneho magnetického poţa, ktoré je rovnobe¿né s osou symetrie. To znamená, ¿e rieźime Einstein{Maxwellove rovnice (1){(3) s okrajovou podmienkou, ¿e magnetické pole je asymptoticky homogénne. Úloha to nie je jednoduchá. Aby sme si ju zjednoduźili, budeme pova¿ovaż mag. pole ⃗B_0 za þdostatoèneß slabé, a to tak, aby sa rieźenie Einsteinových rovníc (1) nezmenilo, keï pridáme do T_{μν} (na pravej strane týchto rovníc) zatiaţ neznámu èasż, spôsobenú týmto vonkajźím poåom. V koneènom dôsledku budeme teda rieźiż len Maxwellove rovnice (2), (3) s danou metrikou zodpovedajúcou obecnej vákuovej, stacionárnej, axiálne symetrickej èiernej diere. (Vźade ïalej budeme u¿ implicitne uva¿ovaż len túto metriku.)

Killingove vektory a tenzor elmg. poţa F¯˚.

Killingov vektor ξ^μ je vektorové pole vyhovujúce rovnici $ξ gμν = ξμ;ν + ξν;μ = 0, (4) kde $ oznaèuje Lieovu deriváciu. Predstavme si, ¿e elmg. potenciál A^μ bude daný práve týmto

Killingovým vektorom, èi¿e A^μ = ξ^μ . Tenzor elmg. poţa potom bude

F_{μν} = ξ_{ν;μ} − ξ_{μ;ν} = −2ξ_{μ;ν} , (5)

kde sme vyu¿ili (4). Bude takéto F_{μν} vyhovovaż Maxwellovým rovniciam (2) , (3) ?

F^{μν}_{;ν} = −2ξ^{μ;ν}_{;ν} = 0, (6)

F_{[αβ;γ]cykl.} = −2ξ_{[α;β;γ]cykl.} = 0. (7)

K dôkazu (6) vyu¿ijeme de˛níciu Riemannovho tenzora krivosti ξ_{μ;ν;σ} − ξ_{μ;σ;ν} = ξ^λR_{λμνσ}, ξ_{ν;σ;μ} − ξ_{ν;μ;σ} = ξ^λR_{λνσμ}, ξ_{σ;μ;ν} − ξ_{σ;ν;μ} = ξ^λR_{λσμν} , (8)

kde druhé dve rovnice sme dostali z prvej cyklickou zámenou indexov. Sèítaním prvej a tretej rovnice a odèítanim druhej, s vyu¿itím (4) dostávame 2ξ_{σ;μ;ν} = ξ^λ(R_{λ[μνσ]cykl.} − 2R_{λνσμ}). (9) Keï¿e platí R_{λ[μνσ]cykl.} = 0, (10) je ξ^{σ;μ}_{;μ} = −ξ^λR^{σμ}_{λμ} = −ξ^λR^σ_λ . (11)

Avźak pre vákuové rieźenie Einsteinových rovníc je R_{μν} = 0 , a tak rovnica (6) platí. K dôkazu (7) vyu¿ijeme rovnicu (9) , z ktorej vyplíva

ξ_{[σ;μ;ν]cykl.} = −ξ^λR_{[νσμ]cykl.} = 0. (12)

Poïme sa teraz pozrież na vlastnosti tenzora elmg. poţa F_{μν} generovaného èasovým Killingovým vektorom ∂/∂t ( oznaème ho η^μ ) a axiálnym Killingovým vektorom ∂/∂φ ( oznaème ho ψ^μ ). Duálne jednaformy sú η = η_μdx^μ a ψ = ψ_μdx^μ . Dvojforma elmg. poţa generovaného axiálnym Killingovým vektorom je F_ψ = dψ, (13)

kde F_ψ =^1_2 F_{μν} dx^μ ∧dx^ν a d oznaèuje vonkajźí diferenciál. F_ψ je stacionárne a axiálne symetrické rieźenie, preto¿e

$ψ Fψ = $η Fψ = 0 (14)

a v súradnicovej sústave, kde φ a t sú súradnicami ( a teda ψ^μ a η^μ sú dotyènicové vektory k týmto súradniciam ), prejde rovnica (14) na F_{μν,φ} = F_{μν,t} = 0 . (14) platí, lebo Lieova derivácia a vonkajźí diferenciál komutujú a $_ψ ψ = $_η ψ = 0 (posledné dve rovnice platia, preto¿e v súradnicovej sústave, kde je φ súradnicou, je ψ_μ = g_{μα}ψ^α = g_{μφ} a Lieova derivácia metriky podţa Killingovho vektora je nula.) Naviac bude F_ψ asymptoticky homogénne magnetické pole, preto¿e dψ sa vo veţkých vzdialenostiach od èiernej diery blí¿i k hodnote, ktorú má v plochom priestore ( metrika je tu asymptoticky plochá ) . Magnetický monopól P_ψ poţa F_ψ bude nulový, preto¿e

4πP_ψ = ∫ F_ψ = ∫ dψ = 0, (15)

kde integrál je po 2-sfére.

Pre elektrický náboj q_ψ vźak platí

4πq_ψ =

∫ �_{Fψ =}^∫ �_{dψ. (16)}

Pravá strana je vźak podţa [2] ∫

�_{dψ = 16πJ, (17)}

kde J je moment hybnosti èiernej diery.

Axiálny Killingov vektor teda generuje stacionárne, axiálne symetrické testovacie elmg. pole, ktoré je asymptoticky homogénne, nemá magnetický monopólový moment a má náboj rovný 4J .

To isté platí aj pre èasový Killingov vektor a ním generované elmg. pole F_η = dη a¿ na to, ¿e toto pole má náboj rovný −2M , kde M je hmotnosż èiernej diery. Preto¿e podţa [2] je

4πq_η =

∫ �_{Fη =}^∫ �_{dη = −8πM. (18)}

Platí nasledujúci teorém:

Nech F je Maxwellove testovacie pole v èasopriestore stacionárnej, axiálne symetrickej, vákuovej èiernej diery. Predpokladajme, ¿e F spåòa nasledujúce podmienky:

1. F je stacionárne a axiálne symetrické 2. F je nesingulárne nad a na horizonte èiernej diery 3. F je asymptoticky nulové ïaleko od èiernej diery 4. F nemá mag. monopól ani el. náboj Potom je F = 0 .

Podţa tohoto teorému existuje najviac jedna perturbácia stacionárnej, axiálne symetrickej, vákuovej èiernej diery. (Keby toti¿ existovali dve, ich rozdiel by spåòal podmienky teorému, a tak by sa museli rovnaż.) A tak pole (−Q/2M)F_η je práve toto (jediné) rieźenie. ěahko sa dá overiż, ¿e v prípade Kerrovej èiernej diery je (−Q/2M)F_η presne Kerr-Newmannove elmg. pole.

Èierna diera v homogénnom magnetickom poli.

Zaujíma nás, aké bude elmg. pole F , keï umiestnime stacionárnu, axiálne symetrickú èiernu dieru do pôvodne homogénneho magnetického poţa veţkosti B_0, rovnobe¿ného s osou symetrie èiernej diery. Z fyzikálnych dôvodov je opodstatnené predpokladaż, ¿e F spåòa nasledujúce podmienky : (I) F je stacionárne a axiálne symetrické, (II) F je nesingulárne na a nad horizontom èiernej diery, (III) F sa ïaleko od èiernej diery blí¿i homogénnemu mg. poţu veţkosti B_0, (IV) elektrický náboj a magnetický monopólový moment poţa F sú nulové.

Z platnosti teorému citovaného na konci predchádzajúcej èasti vyplíva, ¿e podmienky (I)-(IV) urèujú elmg. pole F jednoznaène. Z výsledkov predchádzajúcej èasti ţahko overíme, ¿e nasledujúce elmg. pole F vyhovuje daným podmienkam: F = 1 2 B_0(dψ + 2J M dη), (19) kde J a M sú moment hybnosti a hmota èiernej diery, ψ je axiálny Killingov vektor a η je èasový Killingov vektor. V prípade Kerrovej èiernej diery,

ds^2 = −(1− 2Mr ˚ )dt^2− 4Marsin^2θ ˚ dtdφ+ (r^2 + a^2)^2 − ´a^2sin^2θ ˚ sin^2θdφ^2+ ˚ ´ dr^2+˚dθ^2, (20) kde ˚ = r^2 + a^2cos^2θ, (21) ´ = r^2 + a^2 − 2Mr, (22) je tenzor elmg. poţa F_{μν} v (19) nasledovný : F_{tr} = −F_{rt} = B^0aM ˚^2

(r^2 − a^2cos^2θ)(1 + cos^2θ), F_{tθ} = −F_{θt} = 2B^0asinθcosθ ˚^2

Mr(r^2 − a^2), F_{rφ} = −F_{φr} = B_0sin^2θ [ r + Ma^2(r^2 − a^2cos^2θ)(1 + cos^2θ) ˚^2 ] , F_{θφ} = −F_{φθ} = B_0sinθcosθ [ r^2 + a^2 − 2Mra^2 a^2 + cos^2θ(2r^2 + a^2cos^2θ) ˚^2 ] .

(23)

Ostatné zlo¿ky F_{μν} sú nulové.

Z posledných vzżahov sa dá ţahko spoèítaż, ¿e invariant

B^2 − E^2 = 1 2 F_{μν} F^{μν} (24)

nie je blízko èiernej diery zosilnený. Ak vźak èierna diera rotuje (a ≠ 0), je invariant ⃗E. ⃗B = 1 4 �_{Fμν F} μν_{(25)}

v blízkosti èiernej diery nenulový, èo znamená, ¿e vźetci pozorovatelia tam namerajú nenulové elektrické pole.

Náboj v okolí èiernej diery.

Z výrazu (23) pre F sa dá dokázaż, ¿e kladne nabité èastice na osi symetrie Kerrovej èiernej diery budú k èiernej diere priżahované viac ako záporné (na osi symetrie elektrické pole E smeruje do èiernej diery). Pokiaţ magnetické pole B_0 bude antiparalelné so źpeci˛ckým momentom hybnosti èiernej diery a, tak to bude presne opaène. Vidíme teda, ¿e èierna diera v homogénnom magnetickom poli obklopená plazmou bude selektívne priżahovaż nabité èastice a tak sa bude nabíjaż. Poïme vypoèítaż náboj na aký sa nabije: Energia èastice v stacionárnom priestoroèase so stacionárnym elmg. poţom je E = −p_μη^μ, (26)

kde η^μ je èasový Killingov vektor a kanonická 4-hybnosż p_μ je daná ako

p_μ = mu_μ + eA_μ, (27)

kde m,e je hmotnosż a náboj èastice, u_μ jej 4-rýchlosż a A_μ je vektorový potenciál elmg. poţa. Pozrime sa na zmenu elektrostatickej energie ϵ nabitej èastice padajúcej do èiernej diery

ϵ = E_{final} − E_{initial} = −eA_μη^μ |_{horizont} +eA_μη^μ |1 . (28)

Ak je ϵ záporné, bude pre èiernu dieru energeticky výhodné pohlcovaż viac èastíc práve s týmto nábojom e . Ak je ϵ kladné, bude èierna diera pohlcovaż viac èastíc opaèného náboja. V obidvoch prípadoch bude èierna diera selektívne pohlcovaż nejaký náboj, a¿ pokým sa A_μ dostatoène nezmení, aby zmena elektrostatickej energie èastíc bola nulová.

Rieźenie pre èiernu dieru s nábojom Q v homogénnom magnetickom poli je súètom nenabitého rieźenia (23) a poţa (−Q/2M)F_η diskutovaného na konci druhej èasti. Vektorový potenciál pre toto rieźenie je A_μ = 1 2 B_0 ( ψ_μ + 2J M η_μ ) − Q 2M η_μ. (29)

Keï¿e platí, ¿e na osi symetrie je ψ_μη^μ = g_{tφ} = 0 , v nekoneènu je η_μη^μ = g_{tt} → −1 a na horizonte na osi symetrie je η_μη^μ = g_{tt} = 0 , tak zmena energie ϵ v potenciále (29) bude (viï (28)) ϵ = e ( Q 2M − B_0J M ) . (30)

(30) sme odvodili len pre èastice pohybujúce sa pozdå¿ osi symetrie, ale podţa [3] je zmena elektrostatickej energie ϵ konźtanta, nezávislá na tom, odkiaţ z nekoneèna èasticu púźżame, a kde na horizonte skonèí. A tak rovnica (30) platí obecne, nielen na osi symetrie. Èierna diera v homogénnom magnetickom poli sa teda bude nabíjaż a¿ kým nebude zmena elektrostatickej energie èastíc ϵ nulová, èo znamená, ¿e sa nabije na náboj

Q = 2B_0J. (31)

Vźimnime si eźte, ¿e (31) platí pre ţubovoţnú stacionárnu, axiálne symetrickú èiernu dieru, t.j. v celom odvodení sme nepredpokladali, ¿e èierna diera je Kerrova.

Literatúra

[1] R. M. Wald, Phys. Rev. D 10, 1680 (1974) [2] J. M. Cohen, R. M. Wald, J. Math. Phys. 13, 543 (1972) [3] B. Carter : Black Holes (edited by C. DeWitt and B. DeWitt, Gordon and Breach, New York, 1973)