Statický bílý trpaslík

1. Základní vztahy z mechaniky tekutin

Nejjednoduźźí je zapomenout na teorii relativity a omezit se na klasickou newtonovskou mechaniku; proto¿e ve statickém bílém trpaslíkovi nelze oèekávat makroskopické rychlosti srovnatelné s rychlostí svìtla, projeví se relativistické efekty pouze pøi velkých hmotnostech, a to v chování gravitaèního pole. Vyjdeme tedy z klasického Newtonova druhého zákona pohybu: m d⃗v dt = ⃗F (1.1)

Rychlost tìlesa ⃗v ovźem musíme pro tekutinu nahradit rychlostí ⃗u(⃗r) tekutiny bodì ⃗r, hmotnost m vztáhnout na objem, to jest nahradit hustotou tekutiny ϱ v daném bodì, a se silou ⃗F si poèínat obdobnì | hustotu síly oznaèíme ⃗f . Pouze èas t zustává (aspoò v rámci klasické fyziky) nedotknutelný. Druhý Newtonuv zákon pak má pro tekutinu tvar: ϱ(⃗r) d⃗u dt (⃗r) = ⃗f(⃗r) (1.2) Závislost na ⃗r nebudeme nadále výslovnì vypisovat. V rovnici (1.2) nám její uvedení umo¿nilo zduraznit, ¿e^{d⃗u}_{dt} (⃗r) nevyjadøuje zmìnu rychlosti tekutiny v daném bodì^{∂⃗u(⃗r)}_{∂t} , nýbr¿, zcela analogicky (1.1), zmìnu rychlosti (nekonecnì) malého objemu tekutiny, který se právì nachází v bodì ⃗r. Sledujeme-li tento objem po jeho dráze, snadno si uvìdomíme, ¿e^{∂⃗u}_{∂t} hraje skuteènì roli parciální derivace a platí: d⃗u dt = ∂⃗u ∂t + d⃗r dt · ∇⃗u = ∂⃗u ∂t + ⃗u · ∇⃗u (1.3) Hustota síly ⃗f na pravé stranì (1.2) pochází jednak od vnìjźích sil, jednak od sil vnitøních. Kdy¿ zanedbáme viskozitu tekutiny, zustává jediným projevem vnitøních sil tlak P , jeho¿ pøíspìvek ⃗f_P k hustotì síly ⃗f pusobící na (nekoneènì) malý objem V dostaneme integrací pøes jeho hranièní plochu ∂V (vektorový diferenciál plochy −→ dS má smìr vnìjźí normály):

⃗f_P = lim_{V →0} 1 V ∮ ∂V −P −→ dS (1.4a)

Integrál upravíme podle Gaussovy vìty a limitu provedeme bud’ intuitivnì nebo podle vìty o støední hodnotì:

⃗f_P = lim_{V →0} 1 V ∫ V −∇P dV = −∇P (1.4b) Z vnìjźích sil (to jest sil, které by v daném bodì pusobily na testovací èástici nezávisle ne pøítomnosti tekutiny v jeho nejbli¿źím okolí) budeme uva¿ovat pouze sílu gravitaèní, popsanou gravitaèním zrychlením ⃗g. Celkovì tedy: ⃗f = ϱ⃗g − ∇P (1.4c) Dosadíme (1.3) a (1.4c) do (1.2) a výslednou rovnici vydìlíme ϱ: ∂⃗u ∂t + ⃗u · ∇⃗u = ⃗g − 1 ϱ ∇P (1.5)

Tím jsme dostali Eulerovu rovnici, tak známou, ¿e by ji bývalo mo¿ná bylo rozumnìjźí napsat rovnou. Pro nìkteré úèely se hodí pøepsat ji pomocí vektorové identity ⃗u × (∇ × ⃗u) = 1 2 ∇u^2 − ⃗u · ∇⃗u (1.6) do tvaru: ∂⃗u ∂t − ⃗u × (∇ × ⃗u) + 1 2 ∇u^2 = ⃗g − 1 ϱ ∇P (1.7)

O tekutinì se èasto pøedpokládá, ¿e je barotropní, to jest, ¿e její tlak P je jednoznaènì urèen hustotou ϱ : P ≡ P (ϱ) (1.8) Tento pøedpoklad je splnìn, pokud nìkterá z termodynamických velièin, napøíklad teplota nebo enthropie (mìrná samozøejmì, nebot’ potøebujeme pracovat s velièinami de˛novanými lokálnì), zustává konstantní a nemìní se slo¿ení tekutiny (chemickými ani jadernými reakcemi ani difuzí slo¿ek smìsi). (1.8) tedy platí témìø ve vźech pøípadech idealizovaných a témìø v ¿ádném reálném. Zato dalźí pøedpoklad, toti¿ ¿e existuje potenciál ϕ gravitaèního pole: ⃗g = −∇ϕ (1.9) neznamená ¿ádné fyzikální omezení.

Upravíme-li (1.7) pøi platnosti (1.8) a (1.9), dostaneme ∂⃗u ∂t − ⃗u × (∇ × ⃗u) + 1 2 ∇u^2 = −∇ϕ − 1 ϱ ∇P (ϱ) ∂⃗u ∂t − ⃗u × (∇ × ⃗u) + ∇( 1 2 u^2) = −∇ϕ − 1 ϱ dP dϱ ∂⃗u ∂t − ⃗u × (∇ × ⃗u) = −∇( 1 2 u^2 + ϕ + h) (1.10) kde h =_{def.} ∫ 1 ϱ dP dϱ dϱ = ∫ dP ϱ (1.11)

mu¿eme (vzhledem k postavení vedle^1_2 u^2 a ϕ) interpretovat jako vnitøní energii tekutiny na jednotku hmotnosti.

Rotace rovnice (1.10) dá ∇ × ∂⃗u ∂t − ∇ × (⃗u × (∇ × ⃗u)) = −∇( 1 2 u^2 + ϕ + h) = 0 (1.12)

Zavedeme-li víøivost tekutiny ⃗ω vztahem

⃗ω =_{def.} ∇ × ⃗u (1.13)

pøejde (1.12) na: ∂⃗ω ∂t + ∇ × (⃗ω × ⃗u) = 0 (1.14)

Jiné zajímavé podoby nabývá (1.10) v pøípadì stacionárního proudìní, kdy^∂_{∂t} ⃗u = 0. Kdy¿ pak (1.10) skalárnì vynásobíme ⃗u, anulujeme i èlen ⃗u × (∇ × ⃗u) a dostaneme: ⃗u · ∇( 1 2 u^2 + ϕ + h) ≡ ⃗u · ∇B = 0 (1.15)

Velièina B =_{def.} 1 2 u^2 + ϕ + h (1.16)

má význam celkové energie proudící tekutiny na jednotku hmoty a rovnice (1.14), zvaná Bernoulliova, øíká, ¿e podél proudnice se B zachovává. Jde tedy o jednu z podob zákona zachování energie.

Nejjednoduźźí zvláźtní tvar má Eulerova rovnice (1.6) pro tekutinu statickou, to jest, kdy¿ ⃗u ≡ 0. Pak pøechází na rovnici hydrostatické rovnováhy (pro neviskózní tekutinu): ⃗g ≡ −∇ϕ = 1 ϱ ∇P (1.17) Rovnice (1.17) je ve skuteènosti jedinou rovnicí z mechaniky tekutin, kterou budeme v pøíźtích výpoètech potøebovat. Stojí za povźimnutí, ¿e ve statické tekutinì se nemu¿eme setkat s efekty relativistické kinematiky.

2. Degenerovaný Fermiho plyn

Degenerovaný Fermiho plyn je limitním pøípadem Fermiho{Diracovy statistiky pro neinteragující soustavu èástic pøi teplotì T = 0K; pro jeho pochopení vźak nemusíme o Fermiho{Diracovì rozdìlení vìdìt témìø nic. Úplnì vystaèíme se znalostí Pauliho vyluèovacího principu, podle nìj¿ ¿ádné dva fermiony nemohou být v tomté¿ stavu (na stejné energetické hladinì a se stejným spinem). V degenerovaném Fermiho plynu jsou vźechny stavy s energií menźí nebo rovnou Fermiho energii E_F obsazeny, vźechny stavy s vyźźí energií jsou prázdné. Pouhé povìdomí o tom, ¿e Fermiho-Diracovo rozdìlení je funkcí bezrozmìrného parametru rovného podílu energie a k_BT , kde k_B je Boltzmannova konstanta, nám pak staèí k posouzení, kdy mu¿eme o soustavì fermionu uva¿ovat jako o degenerovaném Fermiho plynu | potøebujeme, aby T ≈ 0, co¿ znamená, ¿e k_BT ≪ E_F. (Dalźí podmínkou samozøejmì bude zanedbatelnost interakce mezi èásticemi: typická potenciální energie této interakce musí být mnohem menźí ne¿ kinetická energie èástic, co¿ znamená, ¿e v pøípadných kvantitativních úvahách bychom ji rovnì¿ srovnávali s E_F | pøíspìvek potenciální energie k E_F musí být zanedbatelný.)

U èástic degenerovaného Fermiho plynu musíme poèítat i s relativistickými rychlostmi. Èlovìka uvyklého klasické termodynamice mu¿e zarazit, ¿e èástice se pohybují vysokými rychlostmi pøi zanedbatelné teplotì (a vubec ¿e teplota je zanedbatelná ve srovnání s kinetickou energií èástic), ale snadno nahlédneme, ¿e to je dusledek Pauliho principu | nìkteré fermiony se musí pohybovat vysokými rychlostmi i pøi T = 0K, proto¿e stavy s rychlostmi ni¿źími jsou obsazeny. Mezi (kinetickou) energií E, klidovou hmotností m, rychlostí ⃗v a hybností ⃗p, jimi¿ budeme jednotlivé èástice popisovat, tedy budeme pøedpokládat vztahy podle speciální teorie relativity (rychlost svìtla oznaèíme c, jak bývá zvykem): E = mc^2 √ 1 −^v2_c2

(2.1)

⃗p = m⃗v √ 1 −^v2_c2

(2.2)

E^2 − p^2c^2 = m^2c^4 (1 −^v2_c2 ) − m^2v^2c^2 (1 −^v2_c2 ) = m^2c^4 (2.3)

Zajímá nás vztah mezi tlakem P a hustotou ϱ degenerovaného Fermiho plynu. Z duvodu, je¿ se vyjasní pozdìji, nalezneme místo nìj vztah mezi P a èíselnou hustotou èástic n. Nejprve vypoèteme n. Vyjdeme pøi tom z interpretace Heissenbergova principu neurèitosti, podle ní¿ ka¿dý energetický stav zaujímá ve fázovém prostoru fázový objem rovný Planckovì konstantì h^3. Nachází-li se degenerovaný Fermiho plyn v objemu V a má-li Fermiho energii E_F, s ní¿ je vztahem (2.3) jednoznaènì spojen Fermiho impuls p_F, vyplòuje fázový objem

V_φ = V · pF∫ 0 dp π∫ 0 pdϑ 2π∫ 0 p sin ϑdφ = V · pF∫ 0 4πp^2dp

= V · 4π 3 p_F^3 (2.4)

Pro fermiony se spinem s (který, jak známo, musí být polocelý) pøedstavuje jeden energetický stav o fázovém objemu h^3 celkem (2s + 1) stavu, tak¿e poèet N èástic v objemu V je: N = V · (2s + 1) h^3 4π 3 p_F^3 (2.5)

Èíselnou hustotu èástic n dostaneme z (2.4) prostým vydìlením objemem V : n = (2s + 1) h^3 4π 3 p_F^3 (2.6)

S ohledem na mìøitelnost velièin bychom se na tento vztah mìli dívat spíźe jako na vyjádøení Fermiho hybnosti pomocí èíselné hustoty èástic, ale v dalźích úpravách se nám bude hodit právì v podobì (2.6).

Abychom urèili tlak P odpovídající Fermiho hybnosti p_F, uva¿ujme (nekoneènì malou) ploźku S a spoètìme sílu F , kterou na ni degenerovaný Fermiho plyn pusobí. Z èástic letících k ploźce S rychlostí ⃗v, je¿ svírá úhel ϑ s normálou ploźky, dopadnou na tuto ploźku za (nekoneènì malý) èas dt vźechny, které se nacházejí v objemu V = S(v cos ϑ)dt (2.7)

kde v ≡ |⃗v| je velikost rychlosti ⃗v. Ka¿dá taková èástice se od ploźky odrazí | prumìt její rychlosti do normály ploźky se obrátí (pøedpokládáme, ¿e srá¿ka je dokonale pru¿ná). To znamená, ¿e odra¿ená èástice pøedala ploźce hybnost ´p = 2p cos ϑ (2.8)

kde p je velikost hybnosti èástice. Vztah mezi ⃗v a ⃗p urèuje rovnice (2.2) | oba vektory jsou rovnobì¿né a mezi v a p platí:

p^2 − p^2 v^2 c^2

= m^2v^2 ⇓ v c = p √ p^2 + m^2c^2

(2.9)

Sílu F dostaneme jako podíl celkové hybnosti, ji¿ ploźka pøijme za èas dt, a èasu dt; podobnì jako pøi výpoètu n budeme integrovat pøes fázový prostor (objem V tentokrát závisí na hybnosti) a pou¿ijeme toho, ¿e ve fázovém objemu h^3 le¿í (2s + 1) stavu:

F = 1 dt (2s + 1) h^3 pF∫ 0 dp π/2∫ 0 pdϑ 2π∫ 0 p sin ϑdφV ´p

= 1 dt (2s + 1) h^3 pF∫ 0 dp π/2∫ 0 pdϑ2πp sin ϑS(v cos ϑ)dt2p cos ϑ

= (2s + 1) h^3 4π pF∫ 0 dpp^3 π/2∫ 0 dϑ sin ϑS ( c p √ p^2 + m^2c^2 cos ϑ ) cos ϑ

= (2s + 1) h^3 4πSc pF∫ 0 dp p^4 √ p^2 + m^2c^2 π/2∫ 0 dϑ sin ϑ(cos ϑ)^2 (2.10)

Pøes ϑ integrujeme pouze do^π_2 , proto¿e nás zajímají pouze èástice dopadající na jednu stranu ploźky. Z (2.10) dostaneme tlak P pouhým vydìlením síly F ploźkou S (pøipomeòme si, ¿e S uva¿ujeme nekoneènì malou, abychom mìli tlak P de˛novaný lokálnì):

P = (2s + 1) h^3 4πc pF∫ 0 dp p^4 √ p^2 + m^2c^2 π/2∫ 0 dϑ sin ϑ cos^2 ϑ (2.11)

Ve vzorci (2.11) potøebujeme spoèítat integrály. Pøes úhel ϑ pøeintegrujeme snadno: π/2∫ 0 cos^2 ϑ sin ϑdϑ = 0∫ 1 cos^2 ϑ(−d cos ϑ) = 1 3 (2.12)

V integrálu pøes p provedeme substituci

sinh θ = p mc cosh θdθ = 1 mc dp (2.13)

Potom p^2c^2 + m^2c^4 = m^2c^4 (( p mc )_2 + 1 ) = m^2c^4(sinh^2 θ + 1) = m^2c^4 cosh^2 θ (2.14)

a integrujeme od 0 do θ_F, kde sinh θ_F = p_F mc (2.15)

Dostaneme: pF∫ 0 p^4 √ p^2 + m^2c^2 dp = θF∫ 0 m^4c^4 sinh^4 θ √ m^2c^2 cosh^2 θ mc cosh θdθ

= θF∫ 0 m^4c^4 sinh^4 θdθ (2.16)

S vyu¿itím identit

sinh^2 θ = ( e^θ − rme^{−θ} 2 )_2 = e^{2θ} − 2 + e^{−2θ} 4 = 1 2 (cosh 2θ − 1)

cosh^2 θ = ( e^θ + rme^{−θ} 2 )_2 = e^{2θ} + 2 + e^{−2θ} 4 = 1 2 (cosh 2θ + 1)

(2.17)

pak upravíme:

sinh^4 θ = ( 1 2 (cosh 2θ − 1)

)_2 = 1 4 (cosh^22θ − 2cosh2θ + 1) = 1 4 ( 1 2 (cosh 4θ + 1) − 2 cosh 2θ + 1 ) = 1 8 cosh 4θ − 1 2 cosh 2θ + 3 8 (2.18)

a zintegrujeme: θF∫ 0 sinh^4 θdθ = θF∫ 0 ( 1 8 cosh 4θ − 1 2 cosh 2θ + 3 8 ) dθ = 1 32 sinh 4θ_F − 1 4 sinh 2θ_F + 3 8 θ_F (2.19)

Tento výsledek upravíme pomocí (2.17) a dalźí identity:

sinh 2θ = e^{2θ} − e^{−2θ} 2 = (e^θ − e^{−θ})(e^θ + e^{−θ}) 2 = 2 sinh θ cosh θ = 2 sinh θ √ sinh^2 θ + 1 (2.20) na θF∫ 0 sinh^4 θdθ = 1 16 sinh 2θ_F cosh 2θ_F − 1 2 sinh θ_F cosh θ_F + 3 8 θ_F

= 1 8 sinh θ_F cosh θ_F(2 sinh^2 θ_F + 1) − 1 2 sinh θ_F cosh θ_F + 3 8 θ_F = 1 4 sinh^3 θ_F cosh θ_F − 3 8 sinh θ_F cosh θ_F + 3 8 θ_F = 1 4 ( sinh θ_F ( sinh^2 θ_F − 3 2 ) √ sinh^2 θ_F + 1 + 3 2 θ_F ) (2.21)

(2.21) dosadíme do (2.16) a vezmeme v úvahu (2.15): pF∫ 0 p^4 √ p^2 + m^2c^2 dp = m^4c^4 4 ( p_F mc (( p_F mc )_2 − 3 2 ) √( p_F mc )_2

+ 1 + 3 2 arg sinh ( p_F mc )) (2.22)

Výsledky (2.22) a (2.12) dosadíme do (2.11):

P = (2s + 1) h^3 πc 3 m^4c^4 ( p_F mc (( p_F mc )_2 − 3 2 ) √( p_F mc )_2

+ 1 + 3 2 arg sinh ( p_F mc )) (2.23)

Zavedeme-li bezrozmìrný parametr x: x =_{def.} p_F mc (2.24)

dostaneme z rovnic (2.6) a (2.23) parametrické vyjádøení èíselné hustoty èástic a tlaku pro degenerovaný Fermiho plyn: n = (2s + 1) 4π 3 ( mc h )_3

x^3

P = (2s + 1) π 6 ( mc h )_3 mc^2f(x) (2.25)

kde f(x) ≡ x(2x^2 − 3) √ x^2 + 1 + 3 arg sinh x (2.26)

Mohlo by se zdát, ¿e vztah mezi P a n nemá mnoho spoleèného se vztahem mezi P a ϱ, nebot’ hustotu ϱ bychom mìli poèítat jako integrál celkové (to jest v naźem pøípadì klidové plus kinetické) energie èástic. Nás vźak zajímá bílý trpaslík, v nìm¿ sice rozhodující pøíspìvek k tlaku pochází od lehkých, rychle se pohybujících elektronu, ale na hustotu mají nejvìtźí vliv tì¿ké, pomalé nukleony; proto¿e poèet nukleonu je úmìrný poètu elektronu (konstanta úmìrnosti závisí na chemickém a izotopickém slo¿ení látky), bude ϱ úmìrná n.

Z rovnic (2.25), (2.26) snadno zjistíme, jak se degenerovaný Fermiho plyn chová v ultrarelativistické limitì (x ≫ 1):

f(x ≫ 1) ≈ 2x^4 ⇒ P ∼ ϱ^{4/3} (2.27)

Klasická limita (x → 0) se spoète ponìkud obtí¿nìji, nebot’ rozvoj f(x) do Taylorovy øady není nejsnazźí; ukazuje se, ¿e první nenulový èlen je a¿ pátého stupnì. U¿ijeme-li tedy pøibli¿ných vzorcu pátého øádu

arg sinh x ≈ x − 1 6 x^3 + 3 40 x^5 √ 1 + x^2 ≈ 1 + 1 2 x^2 − 1 8 x^4

(2.28)

dostaneme f(x ≪ 1) ≈ x ( 1 + 1 2 x^2 − 1 8 x^4 ) ( 2x^2 − 3 ) + 3x − 1 2 x^3 + 9 40 x^5 ≈ 8 5 x^5 ⇒ P ∼ ϱ^{5/3} (2.29)

3. Bílý trpaslík

Abychom mohli dosadit (2.25) do (1.17), potøebujeme jeźtì vyjádøit hustotu ϱ pomocí èíselné hustoty èástic degenerovaného Fermiho plynu n. V pøípadì bílého trpaslíka je degenerovaný Fermiho plyn tvoøen elektrony, jejich¿ èíselná hustota ϱ_e musí být rovna (kvuli elektroneutralitì) èíselné hustotì protonu. Jsou-li tedy ve hmotì bílého trpaslíka zastoupeny prvky s protonovým èíslem Z a nukleonovým èíslem A_Z v molárních zlomcích X_Z , bude:

n_e = ϱ m_H ∑ Z X_Z Z A_Z = ϱ m_H ∑ Z X_Z 1 μ_e(Z) = ϱ μ_em_H

(3.1)

kde m_H je hmotnost protonu (èili jádra H), μ_e(Z) ≡^AZ_Z hmotnostní faktor jádra Z a μ_e je efektivní hmotnostní faktor dané smìsi. Pro vodík je μ_e = 1, pro prvky od helia po kyslík má hodnotu 2 a pro tì¿źí prvky roste; proto¿e vodík bude v bílém trpaslíkovi pravdìpodobnì spálen a pro ¿elezo, je¿ je nejtì¿źím prvkem, jaký mu¿eme v bílém trpaslíkovi oèekávat ve významnìjźím mno¿ství, je μ_e .= 2,15, budeme nadále pøedpokládat μ_e = 2.

Spojením (3.1) s (2.25) dostaneme: ϱ = ϱ_0x^3 P = P_0f(x)

(3.2) kde ϱ_0 = (2s + 1) 4π 3 ( m_ec h )_3

μ_em_H

P_0 = (2s + 1) π 6 ( m_ec h )_3

m_ec^2

(3.3)

V tìchto vztazích m_e znamená klidovou hmotnost elektronu; jeho spin s =^1_2 .

Rovnice (1.17) a (3.2) jeźtì netvoøí úplnou soustavu, nebot’ schází vztah pro gravitaèní potenciál ϕ. Pou¿ijeme klasický Newtonuv gravitaèní zákon (pro sféricky symetrický pøípad): ϕ = −G M r (3.4)

kde G je gravitaèní konstanta, M hmotnost uzavøená v kouli o polomìru r a r vzdálenost daného bodu od støedu symetrie. Rovnice (1.17) pak pøejde na: − GM r^2 = 1 ϱ dP dr (3.5)

Soustavu rovnic uzavøeme rovnicí pro hmotnost M : dM dr = 4πr^2ϱ (3.6)

S ohledem na (3.2) dostaneme z (3.5) a (3.6) (pomocí oblíbeného krácení diferenciálu):

P_0 df(x) dM = − GM 4πr^4 dr dM = 1 4πr^2ϱ_0x^3

(3.7)

Zapíźeme M a r pomocí bezrozmìrných parametru M, ξ:

M = M_0M r = r_0ξ (3.8)

pøièem¿ konstanty M_0, r_0 se pokusíme zvolit tak, aby rovnice (3.7) dostaly co nejjednoduźźí tvar.

P_0 M_0 df(x) dM = − GM_0M 4πr_0^4ξ^4 r_0 M_0 dξ dM = 1 4πr_0^2ϱ_0x^3ξ^2 ⇒ df(x) dM = − 1 4π GM_0^2 P_0r_0^4 M ξ^4 dξ dM = 1 4π M_0 ϱ_0r_0^3 1 x^3ξ^2

(3.9)

Budeme po¿adovat GM_0^2 P_0r_0^4

= 1 ∧

M_0 ϱ_0r_0^3

= 1 (3.10)

a dostaneme: r_0 = 1 ϱ_0 √ P_0 G = 1 4μ_em_H

(2s + 1)^{−3/2} ( h m_ec

)_{3/2} √ 6m_ec^2 πG M_0 = ϱ_0r_0^3 = 1 (8μ_em_H)^2

(2s + 1)^{−5/2} ( hc G )_{3/2} √ 6 π (3.11)

Nyní máme soustavu dvou diferenciálních rovnic df(x) dM = − M 4πξ^4 dξ dM = 1 4πξ^2x^3

(3.12)

Jeźtì vypoèteme derivaci f(x) z (2.26): df(x) dx = (2x^2 − 3) √ x^2 + 1 + x(4x) √ x^2 + 1 + x(2x^2 − 3) x √ x^2 + 1 + 3 √ x^2 + 1 = 8x^4 √ x^2 + 1

(3.13)

a dosadíme ji do (3.12): dx dM = − M √ x^2 + 1 32πξ^4x^4 dξ dM = 1 4πξ^2x^3

(3.14)

Rovnice (3.14) jsou, bohu¿el, v okolí støedu hvìzdy (ξ → 0, M → 0) singulární; pravá strana druhé

z nich diverguje dokonce jako

(_1 ξ )_2 . Divergenci na pravé stranì první rovnice mu¿eme posoudit, kdy¿ si uvìdomíme, ¿e ze druhé rovnice vyplývá pro malá ξ podle l’Hospitalova pravidla:

lim_{ξ→0} M ξ^3 = 1 3ξ^{2 dξ}_{dM} = 4 3 πx^3 (3.15)

(Proto¿e x^3 zde hraje roli hustoty | viz (3.2) |, neøíká (3.15) vlastnì nic jiného, ne¿ ¿e nekoneènì malá koule je homogenní.) Ze vztahu (3.15) snadno zjistíme, ¿e pravá strana první rovnice z (3.14) diverguje jako^1_ξ , tedy ménì ne¿ pravá strana rovnice druhé.

Èásteènì si mu¿eme pomoci tím, ¿e místo M pou¿ijeme jako integraèní promìnnou x. Kdo se nebojí dìlit diferenciály, snadno nahlédne, ¿e rovnice (3.14) jsou ekvivalentní rovnicím dM dx = − 32πξ^4x^4 M √ x^2 + 1 dξ dx = − 8ξ^2x M √ x^2 + 1

(3.16)

V rovnicích (3.16) diverguje pro ξ → 0 u¿ pouze pravá strana druhé rovnice, a to jako^1_ξ , co¿ se dá pøi dostateèné kapacitì výpoèetní techniky pomìrnì rozumnì zvládnout.

Rovnice (3.16) se numericky integrují od zvolené hodnoty x do nuly, která¿to hodnota de˛nitoricky odpovídá povrchu hvìzdy (nulová hustota, nulový tlak). Kvuli singulárnímu chování druhé rovnice kolem støedu hvìzdy se nezaèíná integrovat pøímo z poèátku, ale od vhodnì malé poèáteèní hodnoty ξ, k ní¿ se dopoète pøísluźná hodnota M podle (3.15). Tak lze studovat závislost hmotnosti hvìzdy na hustotì v jejím støedu nebo vztah mezi hmotností a polomìrem hvìzdy.

Následující grafy byly poøízeny takovouto integrací v systému Famulus. Jako jednotka hmotnosti byla pou¿ita hmotnost Slunce, jako jednotka délky jeho polomìr a jako jednotka hustoty (ne zcela konzistentnì, leè názornì) hustota vody. Oba dva grafy mají logaritmickou źkálu, aby pokryly co nejvìtźí oblast hodnot.

První graf zachycuje závislost hmotnosti na hustotì. Vidíme, ¿e pøi log(M/M_⊙) ≈ 0.2 se køivka stáèí tak, ¿e vìtźí hustotì hvìzdy by mìla odpovídat menźí hmotnost. Tomu by mìlo odpovídat, ¿e bílý trpaslík, který (napøíklad akrecí) dosáhne kritické hmotnosti, nemu¿e pøejít malou zmìnou vnitøního uspoøádání do stabilního stavu a zaène kolabovat. Pøi troźe dobré vule si to lze vykládat jako Chandrasekharovu mez | podle grafu by sice mìl kolabující bílý trpaslík nakonec pøece jen dosáhnou rovnová¿ného stavu, ale není jisto, zda takový stav jeźtì le¿í v oblasti, kde popis hmoty hvìzdy jako degenerovaného elektronového plynu odpovídá skuteènosti.

Druhý graf zobrazuje vztah mezi polomìrem bílého trpaslíka a jeho hmotností. Chandrasekharova mez se tu projevuje podobnì jako v pøedchozím grafu, máme mo¿nost pøesvìdèit se, ¿e pøi kolapsu hvìzdy se bude její polomìr (pøesnì podle oèekávání) zmenźovat. Stojí za povźimnutí, ¿e køivka závislosti log(M/M_⊙) na log(R/R_⊙) prochází dosti daleko od bodu [0, 0]; souvisí to, pochopitelnì, se skuteèností, ¿e naźe Slunce není bílým trpaslíkem.